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A test for bubbles in equity prices with discontinuous dividends: 

 Implementation in Israel’s stock market 

Meital Graham and Itamar Caspi 

Abstract 

Our research is intended to examine whether it is possible to identify—in the present and 

in the past—a stock price bubble in Israel’s capital market. To do so, we use econometric 

tests for identification and monitoring of asset price bubbles. The implementation of the 

tests on Israeli stock market data poses a challenge, as regular dividend distribution is not 

typical in this market. In this research, we show that it is possible to implement these 

tests by using book to market ratio data. Our sample period covers July 1996 through 

November 2014, and in this period the test results do not unambiguously indicate a 

bubble in any industry or index in Israel’s stock market��
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“If the reason that the price is high today is only because investors believe that the selling 

price will be high tomorrow, when 'fundamental' factors do not seem to justify such a 

price, then a bubble exists.” 
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�#����������"�
� �1.382
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*
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%��������	���!������	����
%�����#��������

���� �#��

��	��'�����
	��
����
$GSADF�*�������	����������������������������������� �

*��
��� 
�����#���	����
��'+��

����� ����������$GSADF
� �

�
-����� �0.295

�
-�
�-0.279

�
-�1�1.607
*

������� �1.029

����	����!� �0.884

���#��)��
�����������������GSADF�����%�	����������
������ ���(�#��!����������� !	����

�
���	��*�
+��	���	�� ������ ����� ��
!� ���0
r���#� �	�#������� %�� ���������p-value���#�����	

���%��	������
������ ������%��������
����%���
��$������ ���
�
1t t t

yy ��� ����
!��~ (0,1)
t

N��
��, ,1t T� ������

0
0y ����

6�	���%������	���������	��/66�����%	������	���������	�/���	666���%������	���������	�/�
� ��

�
��

�


����

��

����

�

���

�

���
�&

&&
7

��
�&

&&
7

�


�

��
7

��

�

��
7

�


�

��
7

��

�

��
7

�


�

�

7

��

�

�

7

�


�

��
7

��

�

��
7

�


�

�'
7

��

�

�'
7

�


�

��
7

��

�

��
7

�


�

��
7

��

�

��
7

�


�

�1
7

��

�

�1
7

�


�

�0
7

��

�

�0
7

�


�

�&
7

��

�

�&
7

�


�

��
7

��

�

��
7

�


�

��
7

��

�

��
7

�


�

�

7

��

�

�

7

�


�

��
7

��

�

��
7

�


�

�'
7

��

���
������ �



18�

� �
������!��������������������
�������������
�
��	�����
��������(���
��������	�*��� �

�����
��	� �
*��
��� 
�����#���	����
��'+��

��

��

�


��

�

�

���

��'

��0

��

�� �� �1 �0 �& �� �� �
 �� �'
��

�


��

�

�
��'
���

��0

��


�


�'

�� �� �1 �0 �& �� �� �
 �� �'

��

��

�

�
��'

��0

��


���


��

�� �� �1 �0 �& �� �� �
 �� �'
����
����
����
���
���
���
���

���

��'

��0

��


���


��

�� �� �1 �0 �& �� �� �
 �� �'

��

�


��

�

�
��0

��


���


��

�� �� �1 �0 �& �� �� �
 �� �'

��
�#���)���"����
��+�����*�������� !	������
���%	��
��+���!�*���#���$��
������������
���


�����	��+���
�*�����#����� ��������"��(����	��������		�GSADF�$�#�����������
��!
������	���#��
	��

��

�������#� �

�"�����#����	�������
���#����� ��	��
���������	����������!�������	��
����������#��

����#��#������!!������"��������
����# ������!�#������������	�� ������������#�������"�

��
��������
���!�#����������#%	
�����	��%� ��������������"������	����
���������� ��

�����
��PWY��PSW���Phillips and Yu (2011)����#������	��"����������	�������������
���

����#������!�����%� �����%����������� %��!���������	����!�������
��#��#��������	����������

�����	��������	��%	��������� !	�������� ��������������	���	������ �#���	���������� !	

���
%�	�����
���������	�������#�	�	#���#�������	���������������������������������"�

��(������	����#���%��		���
����������������������������������	���#�������"������������


����������	����
�������%�������	���"��

���
�����!! � ���
�����' �

���
�������
�����' �

���������



19�

��
���

��������
������������*����������+��
���� �

�����	�	����� ������*�����	��$�#�����	Present value model����� *����!�����	���+(����

#� �	���	���%
�Campbell et al., 1997��!����"����#��#� ���
������
����������
���������+

�����������#%	
����
�� ����$�	������!)�
���

� �
1 1

1
t t

t

t

R
P D

P

� �
�

�
��� �*0+��

���
!1t
R

+�#� ���
�����
������ ��������������$��������1t ����������������1t
D �����	��

���
���� ������!��1t
P

+����!������!�����#�������	������ ����t
P��������!�������#!��

#�����������!�����"����#��
������)��

� �1 )(t tR R� �E�� �*&+��

*��
���	��
����!��0����������	��+

� �1 1

1

t t
t t

P D
P

R

� ��� �� � ��� �
E�� �*��+��

t
P�����%���
������#�����		�������� ��*��
����������#�+
��)��

� �
1

lim(1 ) (1 )i i

t t t i t t i
i

i

P R D R P
�

� �
� ���

�

� � � ��E E�� �*��+��

!������
�����*��
���	������	���%����+-�������$�#�-����!	��"������������	��$�#����#	�

�����"���������-������%���#��-���� ������!	��������!�����!��	���#�����������"����	���
��

!������	��������	��$�#����������
	�$��
�����������

��������������
�
����+	�
�����������������,�����	�������������������	��
��-� �

���#%	
�������t
M��	���	����������	%#���������������������
���	"�t����	���$!���������

���#%	
�t
B���������
������� ����	%#�������������
���	"�t���������
��������#!������

�������)�
����������� �����������
�� ����������� �

� �1t t t t
B B X D�� � ��� �*�
+

                                                
31����
�����������	���������������#����#�����!������	��	"��� ��#�����	��
������������� 


�	��������� �������� ���
�������!�����Campbell and Shiller (1988)�������
����������

�
�%	���%
Engsted and Pedersen (2012)���%
�Lee and Phillips (2011)�



20�

��
!t
X��������������
���t

D���
�������������������������	"�t���������������"����"�� ���

������	%#�t����1t ��������������������� ������������������������#!��� �������
�������

��#%	
�t
I����#%	
�����!�����������������
t

R����	���
�����
����#%	
��t
E��
������


*�������#ROE�����+��

� �
1

t
t

t

X
E

B �

��� �*��+��

���	�����
���	������������#!����������� ����
���
�	������������� �������������*!	��� 

����+�)
���� �
���

� �1

1

(1 )

(1 )

t t t t

t t t t

M D

B

M R

E DB

�

�

� �
�

� �
�� �*�'+��

�������#!log( / )
t t t

M B	 ����log(1 )
t t

e E� ���log(1 )
t t
i I� ���log(1 )

t t t
R ir � � �����!���������

�����	��

� �
1

lo g t t
t t

t

M D
ir

M �

� ��
� � �  

! "
�� �*��+��

� �
1

log t t
t

t

B D
e

B �

� ��
� �  

! "
�� �*��+��

�
����%�*���
���	�����+��*���+�������������	%���#����
��!�����	��1t t t
dd d ��� �����
��������

����������������������!�����	��t t t
md# � ������
��� ����������������������������!�����	��

t t t
d b$ � ���������

� �� 
 1log 1 t

t t t te dr i
# #�

�� � � �� ��� �*�1+��

� �� 
 1log 1 t

t t te e d
$ $�

�� � �� ��� �*�0+��

*��
���	��
��������#!�1*��
���		�+�0+��������

� �� 
 � 
 1 1log log )(t t

t t t t tr ee i e
$ # $ #� �

� �� � � � � ��� �*�&+��


��������
�	����������
���	�����������	������
������������#����!��������	��������
���

�������������������
�����	���
�����
���	������	���%�������
��������*�&+���#����������



21�

�������%���	������
���������	��#%�		���������������������������������#�����������

���	��#%�		����� ������������������$)!������	�����������������

� �(1 )� %# % $� � ��� �*
�+��

��
!�0 1%& &���#!������������
�����������	����
��������������������-��������)��

� �� 
 � 
log 1 log 1 [ ]
1

t

t te
# �

� # � � 
#
�

� �� � � � � � �
�

�� �*
�+��

� �� 
 � 
log 1 log 1 [ ]
1

t

t te
$ �

� $ � � 
$
�

� �� � � � � � �
�

�� �*

+��

��
!��

� �log(1 ) ,
1 1

� �
� � � 


� �
� � � �

� �
���

�
���������
���	��
��� ����!����
%	����������	���*�&+�)
���� �
���

� �1 12 ) ( )(t t t t t t tr ie � 
 $ # $ #� ��� � � � � ��� �*
�+��

��������( ) ( )t t t t t t t t td b d m b m$ # 	� � � � � �� � �����!"!*t	������������������������!�����	

+��� �����������
���	��
����!�������*
�+�!���

� �12t t t t tie r � 
	 	 ��� � � ��� �*
'+��

����#t
	������	�	����%���
�%�*����"����+*��
���	������ ���
'+�)
����

� �1

0 0 0

2
lim

1

j j j j

t t j t j t j t j
j

j j j

e r i
�

	 
 
 
 
 	



� � �

� � � � �� �
� � �

� � � � �
� � � ��� �*
�+��

� �

� �

� ��



22�

��+��
����������������������������������
����	� �

�*���

������

�
���
������

�����

�����
��
��	


��������
��������� �

����	-
�����,�


����
���
������
������(���

� �� �� �� �� �� �

01/04/2004������� ��
����(�#

������� ����(�#
�
���
���������.��


����
�$���

4 ��	����#��������(�#
����"�
���#���-����#���

����-���"�
�������(�#��


�

01/07/2004����������
(�#

������������(�#
����	���������.�

�
����
� �

2 ���#�����������
���(�#�
*-��������-���-+�


�

02/01/2005������� ��
����(�#

������� ���(�#�
�
���
���������.�

�
��	���
���

20 ��	����#���������(�#
����"�
���#���-����#���

����-���"�
��������(�#��


�

01/01/2006(�#��������������(�#�����	�
�
��
�����

7 ��(�#�����#��������
���--���� �


�����	����������-�(�#
�-������	(������-�����-�

�!

02/07/2006������� ��
����(�#

������� ����(�#
������
�.������	

21 ���������	����#������
*�����
��� �#-�����#����

���	�!������ ���	��-��
-�����#�����	��

���������
�-��-�����#���
��#���-����+������(�#�


�

01/07/2008������� ��
����(�#

������� ����(�#
���
�������
���.�
�������
����


21 �������	����#����������� �#
*�����
-�������������	��
�������-��-�������������	

�������	-���
�������+
��#���-�(�#	����#

���"�
������#���
-���"�
��

����	*�
�
���
�������
������
��


��������
�������
���	

+	-#�

15/06/2010����������
(�#

������������(�#
������
�.��
�����

���
	��
����
���
�
����

7 ��������#���������� �#
����#���(�#������
�


�

15/06/2010����������
(�#

������������(�#
������
�.�������

�����	

3 �������#���������(�#
�����#�-�����%�	���!�	

-������


�

31/05/2011������� ��
����(�#

������� ����(�#
������
�.�

�����������

41 ���������	����#������(�#
-�����#�����	��

���������
�-�������(�#
������ �


�����	���������#�-�(�#��
���������
���	��(�����-�

������#�-��-�	���


�

31/05/2011������� ��
����(�#

������� ����(�#
���
����������
.�

���	�
�����$���

9 ��	����#���������(�#
����"�
���#���-����#���

����-���"�
�������(�#��


�

01/11/2012�(�#����� 
���

����� ��(�#
�����������

81 1'�����#�������	!	������
��������� �#��1�������

������%	��#!�������(�#
-������-�	����#������� �#

�����������

�!



23�

01/11/2012����������
(�#

������������(�#
���
�������
���.�

���	�
��� �
������������(�#
������
�.�

������������� �
������������(�#

�
���
���������.�
���	�
�����$���

74 �(�#�����#������
-�������!��-

�!

01/11/2012�(�#����� 
���

����� ��(�#
�����	�

58 ��	����#���������(�#
�����#�-���������-�	���

���������#�

�!

01/11/2012����������
(�#

������������(�#
������
�.������	

58 �(�#�����#������-�	����-�!

16/06/2013����������
�����

����������������
����� �����#���

15 ��	����#���������(�#
����"�
���#���-����-�


����-�����	����#����(�#
����"�
����#�-������


�

03/11/2013�(�#����� 
���

����� ��(�#
������
��

���������

11 ��	����#���������(�#
�������������	-����������

���#�������-������� 
�������

�!

03/11/2013����������
(�#

������������(�#
���
�������
���.�

��������������
��� �

11 �(�#�����#������-��������
������� �-� �

�!

03/11/2013�(�#����� 
���

����� ��(�#�
����
�
��	��

8 ��	����#���������(�#
�������������	-����-�


���������#�������-�����	�

�!

03/11/2013����������
(�#

������������(�#
�
���
���������.�

�
��	���
���

8 �(�#�����#������-��-�

�����	�-

�!

03/11/2013(�#����� �
���

����� ��(�#
����
����
�

8 ��	����#���������(�#
�������������	-�������#�

���������#�������-���

�!

03/11/2013����������
(�#

������������(�#
�
���
���������.�

����
����


8 �����#�-�(�#�����#������
-���� �

�!

  

� �



24�

�
������+
������
����	� �

�#���������������� �

 	
����� ����!����#	�������
%��������������������������	�������������� ��� �	�

���
���	��ADF������ 	
����������!"!��
���#������������� ��#��
���	��!�������� ��� �	

��BIC��
%����
���������!�������������� ��� �	��������������������	����
��
���%�����$��

��������� ��� �	������������������� �����%�� �% ����������������	��������� �������� �
���)

������ ����������
������������� �����	���
�������Akaike�*AIC�+��

���
���������������!�#��
���%	�GSADF�����#������������ !	�������������� �#����������

������ ��� �	����������������	��(���
������	����&�/�����������
%�������
���������� !��

� �%	�����������#��������	��� �#����#���������������-���������#�������������������������	#

�������� 
����#���������� ��� �	�����������#������ �#�������
!���������������"�


���
%����������� �
��������	��
���	��#���� ������������ ����"��������� ������������

������� ��� �	������
����������������!����
����
�	���� �����#�%����������������	���!

����	��	���
!���������������	���
������������������� ��� �	������������	�����!��*

+�����������������
!�� 
����#���������%�� �% ������	����!!�����	���	���	��������

���%���%� ���� ����	���!���
�����������#��!��

����������
	���$GSADF��������������������������
����
��
����������������������� �

*����������GSADF��������$�#��+��

���#��)��
�����������������GSADF������� ���(�#��!����������� !	����������������
���

�
���	����%�	��*�
+��	���	���������������
!����0
r���#��	�#������� %���������$�#���������

�����	��&�/����%��	����#�����	����
������ ������%��������
����%��� ���
��
��$�����

1t t t
yy ��� ����
!��~ (0,1)

t
N����, ,1t T� �����0

0y ����



25�

���
��
������������!�#��
���%	�GSADF����������������������	������������� !	��������#

����	������	����#�����������
%�������
���������� !�������� ��� �	���������������#��

� 
�����������
������������ �����	#�������������� !	����#���
%��������	�������� ��� �	

�
-����	1���������� ��� �	�������������#���+��
����� ��#��
������� �
��*���������	����

�� 
������������	��&�/��	�����$
�������%���%� ��� �������!!�����	��"	���!�������

���
����#��!��

����������
	���$GSADF������
������������������������
����
��
����������������������� �

*����������GSADF��������$�#��+  

��

���#��)��
�����������������GSADF����������	�����	����������� !	����������
���

��
���	����%�	�*�
+��	���	���������������
!����0r���	�#���#������ %���������$�#���������

�����	��&�/����%��	����#�����	����
������ ������%��������
����%��� ���
��
��$�����

1t t t
yy ��� ����
!���~ (0,1)t N����, ,1t T� �����0 0y ����

�#������������
��������� �

�
�����	���	�������������������������	� ����
�������������������	���!�����������

����	���������������������	�������������� 	
����������!"!�����*���� %�����+��������


���"���������������������
���������!�����������
%�������������������!��!��������%�����
%�

���������������������!��#����������!�#�������	����
��
������	���$������������������
'�

����� %��'0����� %���

����
��������	�������	�GSADF���� �#���������� !	��������#����
%����
��
�	�
������

�������������������������	���	�����������#��
���%	����
������������!�GSADF��(����
�

�����	���� 
����#���������&�/���+���
�*��
���������� !��������	��������� �#������	

���
��������(�#�
����������� ����
%����������������
�����	���
!������	)��� 
����#��

����������������������	��	���
!'0����� %���

��



26�

������%���
	���$GSADF����������������
����
��
�����������
��������� �

*����������GSADF��������$�#��+��

��
���#��)��
�����������������GSADF�����������
������ ���(�#��!����������� !	����

��
���	����%�	�*�
+���
!�������������� ��#�#���������� ��� �	�BIC�����
������������

��	���	���0r������	�����	����������$�#���������&�/����%��	����#�����	����
�����

� ������%��������
����%��� ���
��
��$������1t t tyy ��� ����
!��~ (0,1)t N����, ,1t T� ���������

���0 0y ����

�
����'��������	�����	�GSADF�����	������������� !	��������#�����
%����
��
�	�
�����

��������������������������
���������� !����	���	���������������	����������
�����	���!

��������������
�����	���
!������	��

������&���
	���$GSADF��
��������������������������������
����
��
����� �

���
������������������ �

*����������GSADF��������$�#��+  

��
���#��)��
�����������������GSADF������������� !	��������	�����	����������
���

��
���	����%�	�*�
+���
!�������������� ��#�#���������� ��� �	�BIC�����
������������

��	���	���0
r������	�����	����������$�#���������&�/����%��	����#�����	����
�����

� ������%��������
����%��� ���
��
��$������1t t tyy ��� ����
!��~ (0,1)t N����, ,1t T� �����

���
0

0y ����



27�

�#%���
	�CUSUM� �

����������"���������
%������������	����GSADF����������� �#�����������	���
%����

CUSUM����#�������"����� ��Homm and Breitung (2012)��	"�����"���#����"����	����%����

���������������	������	
����,� ��$�������������������#��$����	���#	����������

����������������	�	�����!	����	�����������CUSUM��
���� �
������	)��

� �� 

2

2

0 2 0

00 0

2 2
1

1 1
C U SU M ,

ˆ ˆ

t
t

t j t t

j tt t

y y y
� �� �

� � � ���� �*
�+��

��
!�0
t�����	���	�������������
��2

t���� %���
���*��������������	�����#0 2
t t'�+��

0

2ˆ
t��

����������������#��	�
�
���t
y������	�����#0

[0, ]t��������#������	����#	��������������"

���!�#����
�	������	�������	��	�������������������$�#���
����#��-��������������
!

����%��	�����"#����������������Monte Carlo����#��������� �����%���������
����%��

� ���
��
��$�����1t t t
yy ��� ����
!���~ (0,1)

t
N����, ,1t T� �����0

. 0y ���

����
�
������	���
%����
���%	�CUSUM������
���������� !����� �#���������� !	��#��

����������CUSUM���	����#�������"���������$�#���
��%������
�+���!�*��� �#������	���

����������	&�/�+���
�*������#	�	��	"���� �$�	��
���� ���
%����������������
��(�#

�����#������"��������	�����*��������� �������������
��(����#	����������������
����

������
����+��

����������������������������������$CUSUM����	��������(���
���� �

�����*�&&����#������

��'+��

�
�

���

�

��


�

��

��'

���

��0

���

��


��'

&� &0 �� �
 �' �� �0 �� �
 �'
�

�

��

��


�


�

�




'

�

0

��

&� &0 �� �
 �' �� �0 �� �
 �'
�

�

��

��


�


�

���
���
���

��

��

���
'��

&� &0 �� �
 �' �� �0 �� �
 �'

���

�

��


�

��

��'

��0

��


���


��


�'

&� &0 �� �
 �' �� �0 �� �
 �'
���

�

��


�

���

��'

��0

��


���

&� &0 �� �
 �' �� �0 �� �
 �'
�
�

���

�

��


�

��

��


���
��0

��


&� &0 �� �
 �' �� �0 �� �
 �'

�'

'

�



�
���

���

���


��


��

���

&� &0 �� �
 �' �� �0 �� �
 �'��

���#�)���+�����*�������� !	������
���%	��"����
����������CUSUM������"��(����	���+���!�*
����#����� ��������������	��	��&�/��+���
�*��
��!��� �#���#��	����

�����	 � �
�������� �

�
���	 � 
��������
���
� �

�����
�

�����������	�� �

��
�����
������ �



28�


������
����� �

������"��������������������*������
��
+��-����	������	������	������������������	��#%�-��

�
������������� �������������

��

Campbell, J. (1997), The Econometrics of Financial Markets, Princeton University Press, 

Princeton, N.J. 

Campbell, J. Y. & Shiller, R. J. (1988), 'The Dividend-Price Ratio and Expectations of 

Future Dividends and Discount Factors', Review of financial studies 1(3), 195--228. 

Caspi, I. (2015), 'Testing for a Housing Bubble at the National and Regional Level: The 

Case of Israel', Empirical Economics. 

Caspi, I. (2013), 'Rtadf: Testing for Bubbles with EViews'. 

Diba, B. T. & Grossman, H. I. (1988), 'Explosive Rational Bubbles in Stock Prices?', The 

American Economic Review 78(3), 520--530. 

Dovman, P.; Ribon, S. & Yakhin, Y. (2012), 'The Housing Market in Israel 2008-2010: 

Are House Prices a 'Bubble'?', Israel Economic Review 10(1). 

Engsted, T.; Pedersen, T. Q. & Tanggaard, C. (2012), 'The Log-linear Return 

Approximation, Bubbles, and Predictability', Journal of Financial and Quantitative 

Analysis 47(3), 643. 

Evans, G. W. (1991), 'Pitfalls in Testing for Explosive Bubbles in Asset Prices', The 

American Economic Review 81(4), 922--930. 

Gürkaynak, R. (2008), 'Econometric Tests Of Asset Price Bubbles: Taking Stock', 

Journal of Economic Surveys 22(1), 166--186. 

Homm, U. & Breitung, J. (2012), 'Testing for Speculative Bubbles in Stock Markets: A 

Comparison of Alternative Methods', Journal of Financial Econometrics 10(1), 198-

-231. 

Phillips, P. C. B.; Shi, S. & Yu, J. (2015), 'Testing for Multiple Bubbles 1: Historical 

Episodes of Exuberance and Collapse in the S&P 500', International Economic 

Review 56(4), 1043--1078. 

Phillips, P. C. B.; Shi, S. & Yu, J. (2015), 'Testing for Multiple Bubbles 2: Limit Theory 

of Real Time Detectors', International Economic Review 56(4), 1079--1134 

Phillips, P. C. B.; Shi, S. & Yu, J. (2013), 'Specification Sensitivity in Right-Tailed Unit 

Root Testing for Explosive Behaviour', Oxford Bulletin of Economics and Statistics. 

Phillips, P. C. B.; Wu, Y. & Yu, J. (2011), 'Explosive Behavior in the 1990s NASDAQ: 

When Did Exuberance Escalate Asset Values?', International Economic Review

52(1), 201--226. 

Phillips, P. C. B. & Yu, J. (2011), 'Dating the Timeline of Financial Bubbles During the 

Subprime Crisis', Quantitative Economics 2(3), 455--491. 
  



29�

Phillips, P. C. B. & Yu, J. (2009), 'Limit Theory for Dating the Origination and Collapse 

of Mildly Explosive Periods in Time Series Data'. 

Stiglitz, J. E. (1990), 'Symposium on Bubbles', The Journal of Economic Perspectives

4(2), 13--18. 

Vuolteenaho, T. (2002), 'What Drives Firm-Level Stock Returns?', The Journal of 

Finance 57(1), 233--264. 

Vuolteenaho, T. (1999), 'Understanding the Aggregate Book-to-Market Ratio', SSRN 

Working Paper Series. 


